— I LESPACE 17
1 L’espace L/

1 D‘&ﬁ:\itifm Soit p un nombre réel positif, On désigne par I'éapace des fonciions mesi-
n:wle.s de puissance p-idme intégrable, I'espace L% et on le note par
- y — i ‘1 -
6,4 = {f: B ©, [ mesurable et [, |f["dy < +oo}.

n introduit pour [ & L} le nombre ||f],, p = 1 comme suit

1= ([ 1)

Pour p, ¢ €]1, 09, ils sont dites exposants conjugués si |+ } = 1.

Par extension, p tend vers oo si et seulement si g tend vers 1 et l'inverse est, juste.
On convient alors que 1 et 400 sont aussi des exposants conjugués.
\ Proposition :

i Pour 1 < p < +00 on a pour toutes fonctions mesurables f et g de £ dans €

1 i

‘ 1) [g|fgldu < (f,._- |fl”dp) f (fs |f|“dp)', oit 1 + 1 =1 (Inégalité de Holder)
| (Pour p = ¢ = 2, l'inégalité est appelé inégalité de Cauchy Schwartz)
¢ : ) P
8 2) (IE” + 9|de1) < (fg |f|”du) + (fﬁl_fl"du) (Inégalité de Minkovski.)
i
& Preuve

. 1) En utilisant l'inégalité de concavité de la fonction In, on obtient aisement

' ln(z) _ n(?) _, 2 1

. , ¥ >0, In(zy) = + ——<In(—+=

Yz, y >0, In(zy) > 7 (p q)

1l suffit ensuite de passer  I'exponentielle pour retrouver que Ty < ‘—:- + ‘5

Ensuite le résultat découlera en remplacant z et y par des fonctions ﬁ%'; et i; et en

integrant 'inégalité obtenue.
- La concavité du Logarithme étant stricte, on ne peut avoir tgalité que si

lgllglf @) = I/ 1Zla(2)" 1~ p.p

2) Si N,(f) = +oco ou que g(z) = +00, l'inégalité est vérifi¢e.
On peut supposer que Np(f) < 400 et que N(g) < +co. On rappelle I'inégalité triangu-
laire, pout tout f, g

\f + P U1+ olP™ + lgllf + g™,

et c'est du fait que (f +g)? = (f +g)(f + 9" = f(f +9)""" +9(f + g)”"". En inte-
grant et en utilisant I'inégalité de Holder 1) et tout en remarquant que pg—q = p, on aura :

/E f +aPdp < fg 1+l ld+ fE | + gl gld
= 1+ gl + 1S + 912 ol

Le résultat découle en multipliant I'inégalité par || + g||}~".

L’égalité est réalisé lorsqu’on ait |gjl,|f ()| = || fllplg(z))-
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LT Produit de convolution I L'ESPACYE [7

Proposition
Pour tout p> 0 on a

1. Pespace LY est un espace vectoriel,

2. Vapplication N, : L& = (0, +00(, f = 1/l est un semi norme, ¢'est, 4 dire que F'on
A pour tout f et g dans Ll
2 p(f) 20,
— No(Af) = IAINy()
— NlJ +9) S N(f) + Ny().

D’autre part, on a N(f)=0&|fIP=0ppead f=0 pp.

2 Preuve
f 1. — En effet, pour tout f € L], et pour tout & € R(ou C), on a af € L2,
‘.‘! — Pour tout f, g e L3, on a d'aprés 'inégalité de Minkowski
b
b
o JoV@+ oo < ([ i [ loayra < oo
- E E E

Ce qui explique que [ + g€ Ll
2. = N(lf) = Ny(f) et a € R(ou ©) on a Ny(af) = oV, (/).

= Nalf +9) < Ny(f) + Ny (g). (Cest le résultat de Vinégalité de Minkowski)
Nous introduirons
Définition

Considérons la relation d’equivalence sur I'espace cn,

par la suite la notion de convergence dans 'espace L.

f~ge [=gpp

La classe d'équivalence d'une fonction f € Lr
f={eeLn, f=gpp}.

L’ensemble des classe d’équivalence est I'espace quotient, définit comme suit :
Li = LR/ ~.

est noté par f et définie comme suit :

1.1  Produit de convolution

Définition

La translatée (ou la translation) d'une fonction J par le nombre réel g est définie comme
suit :

Tof (z) = f(z - a).

Et on a les résultats suivantes :

L SifeLy 1<p<+oo,alors Tof € L et |7, f|, = (WAl

2. 5ifeLh 1<p< +oo, alors li_r+na]['rﬂf— [l =0.
. Définition

»> Soient f et g deux fonctions de L,,. On appelle
[ * g, applicaion & de L), défini por

produit de convolution de

f et de g note
I presque tout z € R

W) = [ * g(z) = fR 1@ = 0g(t)du(t.
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9, TRANSFORMATION DE FOURIER DAXS £

Sur V'espace L}I le produit de convolution est commutative, associative et distributive
par rapport & I'addition.

Et on a pour tout f, g € Lj
115 % glly < 1 £ llallgls-

Preuve
En vertue du théoréme de Fubini, on a

Wodh < [ [ |- oto|aucinte
< [161( [ 15te- i)t = Wt

En vertue d'un changement de variable s = z — t, on obtient facilement que frg=gxf.
D'autre part, en vertue du théoréme de Fubini, on a {

(f 59)xh)e) = [ [ (2 —t— 8)g(e)h()dsdt

= ] [ f(z— 5 — )g(6)h(s)dsdt

= ((f =h) * g)(z) !

Et grace 4 la commutativité on obtient '
(frg)+h = (fxhysg=(h*f)xg !

— (hx9)+f=F(g*h ',

D'ou I'associativité du produit de convolution. '

2  Transformation de Fourier dans £!

Définition
Soit f € L'(R). On appelle transformation de Fourier de la fonction f, 'application F
ou f définie sur IRA valeur dans C, par

Fi(z) = fle) = fmf(t)e'“‘“‘dt, 5 Le R

Théoréme de Riemann-Lebesgue
L’application
F:LYR) = L*(R)
est lineaire et continue et pour f € L'(IR) on a:

L | fllee < £
lim f(z) =0. (Lemme de Riemann Lebesgue.)

" llzli—+oo
(Cas particulier : )
- on a €' = cos(f) + isin(6). Donc I'intégrale de Fourier s'A@©)erit :

flz) = ./IR.f (t)(cos(?-:rtz) — isin(2xtx)) dt

si f est paire, alors F f(z) est un nombre réel et on a
Ff(z) = Z/Rf(t) cos(2mtz) dt.
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2 TRANSFORMATION DE FOURIER DANS L)
et si [ est impaire, alors F () est imaginaire et on a

Fflz)= -2 jﬂf(t) sin(2xtz) dt,
Exercice. 1. Caleulons lg transformee de Fourier de

_J 1= st <.
Aff) = { 0 sinon

Réponse
comme A est paire, on pour z # ()

o 1
Az) = 2 /D (1= 1) cos(2rzt) dt

_ sin®(7z)
(o)

8l =0, 3(0) = 1. La fonction 3(:) est done prolongeable par continuitéen 0, Done

~ sin(wz)y2
8= (5)
Proposition

Soient f € L'(R),a€ R,etbe R Ona alors, pour tout z € R
L F(fa)(z) = LF()E), arto.
2. F(nf)(z) = e B2 F f(z),
3. F(™ f(1))(z) = Ff(z ~ b).
4. F(f)(z) = Ff(-z).
Preuve

1. Soient f € L'(T) et ¢ € I, alors, on a d’'une part la fonction t — f(at) € LY(R)
et d’autre part , par changement de variable 1 — at, on aura quesi g € R, , alors

Yze R F(f(at))(z) = [Re-ﬁm fta)de = = erﬂ-'ﬂ% f(u)du

etsi a€ IR ,ona

VYze R F(f(at))(z)= :a_l /me'zi”gf(u)du.
Ce qui entraine que
72E R ag R, FUla)@) = oA Q)

2. On a avec le changement de variable 1 = t —bon aura
Faie) = [ =i
R .
e~ 2mz(u+b) f(u) du
Ja

— plinh ]]RE—%”“ f(u)du = e 2702 F f(z).
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1 ol o a pml
. ' 2 TRANSFORMATION DE‘FOURIER DANS L

F@ ™ [(0)(a) = [Re‘zinbtc-—iin:! J(t)e
= fe-ﬂint(m—b)f(t)dt
R

4,

FME = [ e T

= et £(1)dt
LB (

Proposition

Pour f, ge LY(I) on a

F(I+9)=Ff Fq.

preuve Comme f, g e LY ), on a fxge LY(R) et on 3, en vertue du théordme de
Tonelli, 1a fonction

(@,9) = |f(z - N9W)e™=| = (g —

Ce qui entraine d’

¥)9(y) € L(R).

aprds théoréme de Fubini et d'up changement de variable 4 =

[R (£ 4 ) ) dy

= [Re—z"wx (‘/‘R}‘(y — t)g(t)dt)dy
ng(t)( jme-ﬂﬂ“m) J(w)du)dt

FE ™ fRe-2*m=g(t)dt
= Ff(z)Fg(a).
Proposition

Soit f une fonction de classe C1

I

sur Ravec § et §' sont dans 1

(R) . Alors, on g
F(f'(t)(z) = (2inz)F f(2)
Plus généralement, on a :

Pour f dang LY() telle que fest d
alors on g pour

NEN et f® qaps 12

(R).V k e
F(®) @) =
Q
Proposition &
Soit f ¢ LY TR) telle que ¢ ¢k f(¢)
Ff est n-fois dérivable et on a

Qirx)kF (N(x).

€st intégrable sur Rpour tout, ke {0,

-1}, alors
FE f(g) = (=2imye (g F®)(=@), Vo< <n.
Page 6 / 11
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2 TRANSFORMATION DE FOURILR DANS L

" ! S Bonr
Théoréme : (Formule d’inversion) Soit f & L'(I) telle que Ff € L' B, Alors. pous
tout z ot f est continue, on a la formule d'inversion suivante

f(2) = fneﬂwﬂ(nfu = F(Ff)(~a). .

On éerit aussi que ] \
| FFN)(=z) = F(F[)(z),
ol

l F(N@) = F f(z) = [R (1),
i Théoréme : Formule de Plancherel

3 Soit f,g € L*(IR), alors on a

< F t.?’tdt:/jz—(z—dz.
JZreFama= [ 1ea
_!'. Et on a en particulier

§ 17112 = I/l

‘2 99 o T

? Exercice. 2. On donne f e = ‘/; a>0

1) Soit a >0, f une fonction définie sur Rpar : f(z) = e~
a) Vérifier que f est une solution de lequation differentielle

(B): ['(z)+2zaf(z) =0

w

b) En appliquant la transformation de Fourier & Vequation (E), montrer que f est une
solution de I’equation differentielle qu'on déterminera. On notera (E) celte équation.

2) Résoudre (E) et déterminer J.

3) Déduire de ce qui precéde que les fonctions

| =
T e pbx v xe~"E

sont des vcteurs propres de 'opérateur de transformation de Fourier F.

Exercice. 3.

1. Soita >0 et f la fonction définie par
o _ 1 sit>0,
J(2) = e 1pgpaof(t) 08 1pg4oq((t) = ,
sinon

Calculer la transformée de Fourier f de f.
2. Soit g la fonction définie par

y(t) = e"‘l]_m_(,l (t) s

En ulilisant le résultat de question 1, calculer la transformée de Fourier g deg.
3. En déduire la transformée de Fourier h(t) = el ’
4. En déduire la valeur de l'intégrale

+oc 1
[ wrem®
oo 0%+ d72p2

Page 7 / 11

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

3 "'a; ",W o e
BN
. 2 TRANSF ORMATION DE FOURIER DANS L}

Solution
on a
flz) = f e e i L
0
= [ e e—l(n+2i1r:) dt
0
_ 1
T a+2inz
9. remarquons que g(t) = f(—t), alors
- 1
fle) = a— 2inT
3. Comme h(t) = f(t) + g(t), alors
1 1 2a

g)= a+ 27T i a—2irT a2 + dnz?

4. le fait que h et 'h sont intégrables sur IR, de plus h est continue sur IR on a avec la

formule d’inversion de Fourier on a
+wd-- -
h(z) = / R(t)et=at

en particulier le cas z = 0 donne

tea 1 1
_/:w a2+47f2t2 h(O) 2

Exercice. 4. Soit f la fonction définie par f(z) = z1_1,j(z). Calculer la transformation

de Fourier f de f.
Solution : on sait que F(1j_y(t))(z) = 22222 4lors

_2—:”;]—"(1[-1,1](0)(:’:)
1 (sin(2m:) )'

27w TT

Exercice. 5. Soit A : R— IRla fonction définie par

F(t-,y(0)(=)

I+t site[-1,0],
Alt)=< 1—-t site [0,1],
0 sinon

1. Faire la representation graphique de la fonction A.
2. Calculer la transformation de Fourier E(m) de A.
3. En déduire la valeur de 'intégrale

*tosintz
fu 7
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| 2 TRANSFORMATION DE FOURIER DANS L'

. ! -~ 2 , , . o
Solution : on sait que A(z) = “%:’l) la fonction A est paire et carré intégrable,

. la formule de Plancherel implique )
i

I{ +00 Siﬂ4 T 1 e L

b —_— - 2dt = -

: /; = =T /0 (1-1) 7

L Exercice. 6. Soita >0, k €eNet f la fonction définie por

- J(z) = Hﬂ"“tlw.-mlu)

-j} En utilisant le résultat de l'ezercice 1, calculer f 3

5‘:‘. Solution : D’apres I'exercice 1 on a

F(e™ Lteol(8)) (8) = =

= Ainsi,

i s 1 1 \®
}-(He £1(0.+eo[(t))(5) = (—2im)* K] (a T 2;-7”:)

un calcul simple montre que

= )“” = (~1)k(2im)*

a+2irz (a + 2irz)k+!

d’oll
t* 1

F (Hc‘“'l[o,+ool (’-))(—"") = _(a + Qirz)FH

Exercice. 7. Soita > 0 et [ la fonction définie sur R par f(L) = e~V
1. Caleuler la transformée de Fourier de la fonction f.
2. en déduire la transformée de Fourier de

1
14£2°

h:t—

3. En déduire, pour w € R la valeur de l'intégrale

+o0
/‘ cos(wz) dz
0 1+ T2

4. En déduire la transformée de Fourier de la fonction ¢ définie par

¢
I g——
Lt (1+1¢2)2
Solution :
I.ona & 9
s fla)= 1+ 47222

2. f,J € L'(IR), f est paire avec la formule d’inversion de Fourier on a

1 1 -z

)

e_llzl =
T 142
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ot . 2 TRANSFORMATION:DE FOURIER DANS £}

v e

l“:.’ - |

L:'.' ce qui implique : : |
d . |

r 1 1 2nz|

o F (——) =me™" ;

g 142 |

' 3. comme h est paire k

L

+oo
me 2 = h(z) = 9 f h(t) cos(2wiz)dt
0

& 5 4

+00 1
= 2 [ l—ﬁicos(%rt:c)dt
0

poOUTW = 27y
T cos(wt)
= ——dt
. _/; 1412

!-»

-

.,:. F oA

-

alors,

Exercice. 8. On donne la transformation de Fourier de la fonction f(z) = =12,

F(e™)(a) = Vame-tre?

—
+
S T

i rl,i
1. Déterminer la transformée de Fourier de 9(z) = e~ !,.
2. Peut-on trouyer une fonction h: R— R telle que : -
s
+00 ]
h(z — w)h(u)du = ﬁe"’ L‘:’
Lo 2 B4
e
Solution : N
l.on a '%
9(z) = f(vaaz) -
done %V s
i .
Flo)@) = L f= |

2

Vaa
= \/E e"l:‘z:
a

2. en fonction du produit de convolution I'equation secrit sous la forme

=]
&

(e B)@) = VT oo

appliquant la transformation de Fourier ay deux membre de I'equation on obtient -

- (@) = (f5 %) < ey

L]
avec 'injectivite de la transformation de Fourier on obtient

h(t) = e~

Page 10 / 11

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Y PRANSFORMA TION DE FOURIER DANS £ i 1y

Exervelee, B, Le bus e oed aretvive el de l‘l’l!‘“'h"" e Jhn(‘“un.‘l ) absolument !‘flft’g’ﬂb“."\?
et boarndes vérdflant pour toud & wel,

bowy
"\\\‘\ - 1% |- ﬁf (7“’ "“‘,‘Uj)liy

pour @ ¢ W Déterminer wne solution pour § + §,

Solution t
T posant Fla) = e WL eat svident que 'dquation peut 8'derdre

]
2 =i [
Solt @ < §. On suppose qull extate une solaton ¢ absolument intégrable. En appliquant
d 1a transtormation de Fourter, 11 vient
[ &
H O =J+pal,
‘4 solt eneore ¢ = f‘f;]. or f) = T‘f‘: do gorte que

M "!

L T2l

1 /1 =28

|
- =5 B(T:Tﬁm pour tout g < 3

\ + - ¢
R -
- ha) pour  h(t) = VIR
Jr=gt) (
Si on suppose on plus que ¢ est continue, alors par la formule d'inversion, on en déduit

que

‘?U) - 71 1;;3“(') - —m‘}_.._l._.gmlll

Bonne lecture!

?s
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Trensformés de Laplace

I\-anaformee de Laplace Exermces d’entramement

1) Calculer les transformées de Laplace suivantes :

)  Lhost)e ()] &b) 2[0S ()

ity Lllcos(t) —sin(t)) e @) - -d) .‘Z’[(t’+£4-1) "“I’lt)] Ay ——

2) Calculer les originaux suivants :

Ay
| v e

AL [(p+ 3)(p=5+ B 5)]

rP+4p+6

) <[]

f) q,_l[ 2p+3
* 2P+ p+s

3) Equations différentielles

Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre les équations suivantes :
a) z"(t)+3r'(t)+2z(t) =0 avec: z(0)=1 et 2/(0)=
~b) z"(2) + 62'(t) + 9z(t) = e~ (1) avec: z(0)=0 et 2'(0)=0

) F(t)-z(t)=EeH+L2+1) %) avee: 2(0)=0 et (0)=0

d) z2'(f) —4z(t) = (3™t - ) % (t) avec: z(0)=0 et 2'(0)=1
e) z'(t)+z(i) =€ cﬁs(t) () avec: z(0)=0 et 2z'(0)=

@ ) Z(tz(t) = A(t) = Z(t=1)_ __avec: z(0)=2 et z'(0)=0

Y, 92/ 2 ¥TEX 2¢

d) _9:—[__1’_] s " _.____.-_'

e e

A

i A
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Transformée de Laplace

Exercices Simples (Solutions)

1) Laplace

Caleuler les transformées de Laplace suivantes :
D) & \ B4t e-S*) ozz(z)]
10 = (B rt-eY o) = da@)+ia0) -2
1
F — -
o) = \ﬁ+ﬁ p+3

b) z[(ru) U(L) + (:+3) %u—z)]
FO=(+2) 2@) + (¢t +3) 2(t-2) = ¢ +2) %)+ ((t—2)+5) %(t-2)

L((t+5) 2] == +

'Ep 2t+) 7)) ==+
+
+

Z[((t-2) +35) 7(t-2) =p(§ ) % -=

—-t i 5 e~

g ot e e L) = & (Gl ) (p+2)

) £|(E+e+)e v()] - 5”- g }.-&"Luwu)(P t)
fety=(t+1)ebare) LA MR (pas)
2[(t2+t+1)‘?/(t)]=p23-+51— lp—p___..z*'pﬂ” +£H‘Ut?‘&jﬂ

af = "f' i
_, r[(tz+t+1) "“‘f’/(t)] (p+2)(;+(2;'2) 2 “Ter 4? L (p2)

_|P*P+5p+8 P"“L
Fm“@ﬁrl

CRNE
HgN

2) Laplace inverse

Calculer les originaux suivants :

4 p+2
) # [(p+3)(p+4)]
{ ___ p+2 2 A
Fip) = (p+3)(p+4)  p+4 p+3

s =\t - %) 20|

e 3/10 BTEX 26
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"

-

(1) = (cos(2t) - sin(zz)) et U(t)

ﬁ.}‘.«:“iu . et ’njk fe et

Y
Nplg @ J - ’(h ; Je"fv,-"‘
Transformée de Laplace Alpl 5 ...?__ T -
[ -r!'
Rt 3L i ) i £ ( H Jp)
\.(ﬁ+5)? D( {_‘r!, ”-F (‘ “‘-, l'fjf}) \
Fip) = w =5 o [e th);f "HElE (P
o ora 6*"”“* SHI jft—r‘j L
=3tU(t) o
0" W w-(€ Hiap ) (€]
-sr‘i’/(t 31;" rx};“” (-3 ”H” ’}C&“
L) C 5. e
| et P AL D
. zi&(w’”ﬂ&l l 1 1< LJ’M' :
=1 _ _p¥l 2 -
(p) (P2+'2P+D) (p+l)2+2? .{(p+l)2+23 ‘ i
P = | = (eost2n) - s [ Tet e S e e
|k | = (o - sotn) w0 T :

¢ -nj ‘
I e

3)  Equations différentielles

b)

a) t)+z()=twW)-t¥(-1) condition initiale :  z(0) =
7'(t) -—r(t)-t.-/()—((t—-l +1)%(t-1)
(p X(p) = 0) + X(p (l )
(p+1)X(p) = " €7
() — 1 I Y
X0)= gy =5
1 1 1 1 _
. = ?‘; Pl g
) = (t-1+e )% -(t-1)z@e-1)
() + 2'(t) = 2(t) conditions initiales : {:,((gg Z g
(F X(p) = 0—0)+ (p X(p) - 0) = ;
(7 + p)X(p) = -
p
= ._1_._ — l. = .1...L !
P = s = A3t oe

=
EN

i G NeT 3 =5t

DTEX 2¢
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Transformée de Laplace IR 1 !

- NE—— — e e e, B i 1 e i i s T S ST S E——
—— i

4 . - #0) 0

¢) () de(t) = 2%(0)  conditions initiales . £0) = 1 -
1y . : i

(p .\(p)m0~l)4--‘.}g(;1]r';‘

6+ X () = 5+

I\

' ~ip + 1 5

ORI L3 B P 21 .

plp+d4)  p prd ,s

1 /1 p 2 ) i

B | = c— o op— ‘

2 (p Fad pPad '

: 2 qin(?t)) w(t) &

£(t) = 5(! ~ cos(2t) + ¢ )

"

- x(0) = 1 N

d)  2"(0) + 5r'(t) + 4z (t) = 7 U (1) conditions initiales : 2(0) = 0 2
jl,!)!la)' Kli‘\ I "E
(p" X(p) = p=0)+ 5(p X(p) = 1) +4X(p) = =5 },
l 3 |

(p* 4+ 5p +4)X(p) = e +p+d fé

1 T v} f'

X(p) = —F +7p+11 p*+Tp+ 11 N

p+2) (P +5p+4)  (p+2)(p+1)(p+4)
pet 5/3  =1/2  -1/6
TP+l pw2 pid

.-
21

Se=t ¥ M

z(t) = (-3— -5~ “‘o") %(t)

EE—— S S T S R, i

e) (t)+2r'(e)+2z(t) =0 . conditions initiales : { ;gg; : l
(p? X(p)=-p-1)+2pX(p)-1)+2X(p) =0
(P +2p+2)X(p)=p+3
p p+3
X W i
») P+2p42
p+l 2

- 3+ ,
(P+10+17 " (p+1)2 417

‘ z(t) = (cos(t) ks 2sin(t))e"  (t)

Y. 3,10 INTEX 2,
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Transformée de Laplace

N —Exercrces—dlentramement———“*(solutlon&)——-——-- :

. - 1) Caleuler lestransformées de Taplace suivantes=r— T
a)  Lcos(t)e™t (1)
P :

2 [eos(t)e” “0)- (,,f?;; e

_ oI
L () = p’+2p+2

b) 2ty (1)

21 .
A D T SO T e T e ey
{2542 2(1)] 25;;32 -
S(CESE
500 "
_(p+5p

c) Z[(cos(2t) —sin(t)) e 2 (t)]

A i

£ (5t~ 2 (t)] =

F(p)

e AR T TS WE MO s T w

1
2+22 p2+12

B <l (p+3) 1
£ [(cos(2t) - sin(t)) e~ %)) = (p+3)? _:. 2 (p+3)32+12

£ [(cos(2t) —sin(t)) % (t)] =

(p) = p+3 - 1
PP+6p+13 p24+6p+10

d Z[(t*+t+1)e 2 2(t)

1+1
P p
2 R
(p+27 " (p+2)? p+2

L[E+t+1) % (t)]—i3

L[ +t+1)e® ()

-.%&, 6 /10 LTEX 2
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Transformée de Laplace

2) Calculer les originaux suivants :

a) %! [__3___1_
P+2 3

b) g-t| 2 ]

T3y f(t)=~=2te %(t)
s b}
°) glup+3)(p2+3p+5)]
P) = 0 S SR
(p+3)(p2+3p+5) p+3 pPP+3p+5

PH3 (pt 22+ (Lp

_ L Dz 3 )
PES \G+32+ (82 G+32+ ()

i T C P33 2 1
P \E+ i+ (B VI e e (0

£(t) = (.a-ﬂt ~ (cos(¥2t) — Tauusi.u(-gt)) e-%=) % (t)

43 P
9 £ [p2+4p+5J

p 2 D
F(p)zpz+4p+6 - (p+2)2+2
_ p+2 - 2
P+ (V2P pr2p 4 (V2R
P+2 ' AxB

TP (B prort (VAR
U(t) = ( cos(v/2t) — /2 sin(\/it)) e~ 9 (t)

9 5‘”_1[@—51‘#}23"1[@111)”@11]
ft)=(-t+ e~ % (t)

7/ 10 IATREX 22

e

Y O ST

S
-.;4 ‘b'

2 AW 2

faa=

e —
Al

TR R T
————— v
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Transformée de Laplace

p4-3
=1
el el "K'pr‘-l—?lp -l-'ﬁ]

2p+ 8 ptd o rth
FO = givgpan = demtd ~ G ifi+ ]

- B2 L.

e T () G (4)
prt  ta 4
(p+1)a ( )‘ 276(;;4 1y% 4 (”ég

petl 4 % lffﬁ

Trr () i ()

\ Sty = (f:og(@t) 4 %ﬁsin(if{!t)) e U ‘

3) Bquations différentielles
Utiliser la transformée de Laplace pour tésoudre les éqiiations SiilVAnTeS |

a) o'(t)+3z'(t) + 22() =0 avec s wly =1 & 209 =0

(P X(p) —p—0)+3(p X(p) = 1) +2X(p) = 0
W+t Xp)=p+?

I 4 SR & A

*o) Aimed  (pslpsyy
2 =
It'}'l 7/—9-1

#(t) = (2 - KL Il

—_———

b) () + 62/ () + 9z(t) = " U (1) wres s ) =0 e 2=
I
(p* X(p) ~ 0~ 0) + B(p X(p) = 0) + 9X(p) = =
_ [4 T e——
(0 +bp+9)X(p) p+2
‘v ; | j
X0 = Gt t79, g iy
i 1 !

e lpanp pes

v’

z(t) = (7~ (1+ I}e“"’"") A0

.:.C?,, 8 /10 /’ 2t

g St

R 5 W

-~ -
LS

_‘__\
(s Do 8 o

-

U

~
e

L B R o, &

i N T
& falh Bl

-——————eeeeEEER .
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Transformée de Laplace

) () -z(t) =@+ +1) %(t) avec: z(0)=0 et 2'(0) =0
2
(p* X(p)-0-0)=X(p) = — +2 p3+p
dp® + 20 + 2p +4
- 0x(p) = LB
o 4p* +4dp+4
X0 = e+ 27
At K. 2. 8
p+2 p-1 7 P
[a0) = (e +2e—£-3) 21
a) o'(t)— Az(t) = Be~t —t) ¥ (t) avec: z(0)=0 et 2(0)=1
2
(#* X(p) —0—1) —4X(p) = p+1-§
(F* —4)X(p) = _,_1"13
P +4p*-2p-2
X0 = e+ De -2
_s s L Y2 18
Tp+2 p-2 pt+l PP
z(t):(%i+7i:~e“‘+§+%) % (t)
e) z'(t) +z(t) = e cos(t) Z(t) avec: z(0)=0 et 2/(0)=0
( X(0) -0 -0+ X(p) = =0
2 - BEL
(» +1)z’((p)—]m—2_2p+2
X() = g
P -2p+2)(P +1)
__slp+1)  3(p+3)
(p-12+1 p*+1
=1(_p=1 2 p 3
5((P-1)2+1+(p—1)2+1_p2+1hp2+1)
1 .
o(t) = £ ( cos(t)et + 2sin(t)et — cos(t) - 31_§an(¢)) 20
Q
ks 9/ 10 —
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Transformée de Laplace

B 'S H 0 i i b

oy =2 —er—2O=0—"""""

_pl
FXQ -0+ XO=5-F

]

: 5 1_,_2 e ?

!." (p +1)X(p)—5 =l P o e
5 e e e RS NS e b Al i | n ‘e F '

1T X0 =3+ 2P D)

= 1.5._.?_- ._(.1.____"*2-—)6_p
=\p #+1) \» PHI1

F(t) = (1 +cos(t)) (L) - (1 — coslt — 1)) (- 1)‘\

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

— NUULD 4
B
o T
oro Fotay=2| " Aad2et) L0

)Gﬂa@[ @. llauj%:r. [ i = -
J I.Uqﬂ.‘,.‘ Lo rhice ! / ,_.v"-‘- 25 } e
((M) ,i;{ “f- ;‘Kl{t Mé l‘ ﬁ"hu ,'y,.- - 4

r '.") ; T e e

(5] nlhov .
X P EE 4 Pt ]
y ¥ 4 @
:L) EU(,QU&{‘ €f“-kjm‘6 ] 516.}‘!.-—5!"‘[ a « :i_)‘-; (rle -J'- '. “.'4_'.: (/,;';; 4 n/ J
| o‘ e a‘-l G' j; 7o ;/.- :',. ""—._'. ’p."J 4‘.&1:;-
542 t - A\ AlHa ‘:‘.z;-
“-\—- ":5h ‘ra.’ | ot qu- ‘-eél-» caf “fl"—'” ,,::.;'- ?mé.-f"-—-"'-}r-ﬁ-ﬁ;g; Loinn) it
- r | -'-‘-FE_.:’—-_ > ‘ ) pr
" Jqu ‘k{fk fore e 8 -
"4 = Ja t J..(j“ ﬁl!' 4 4 = € 14 .- o N J a ::'-'
5‘ h{" F‘ é‘ll S CJS( i )‘ ‘ P’DJ-»r 7. "'--i- =t rj""’:_j - """':.-'-'-" = " . A5 ’:'
& U 54'tL-""U e , HL-=2%
s = ‘i—-— Sh(w\"‘:) ié
o

slaant) — V7 o
. ¥ ) P A9 S 3
-t‘ 9_ < - ;r ) . 4 . = -_;’_/'_,”—"_-:_
f——%(w-‘“ﬁ b Sl St gt T PTE

G—Sllﬁ(!{') J
Jers oun: APV o ‘
o ’ o= s (o | O- s
E . .

9’1’“ y _—
_E - A "_L_.f-;i'wd!c”‘\
[.’Iﬁaﬁ(mw Q JD i Lo

..-:'
(A:.m) Py ( g_(h ,qj X P
' -1 (pa) gl /Pz_‘; P

Sal2an) [?"M‘IL fy:ﬂl?s;a.: -_J g L=*

._ba_g(!&‘lt] it A

Qrw\ 3 2,(7«-1&)3'
r () Sm()“ﬁ) . Cos(3a) f) Pﬁw).—. o 3G,~%2 7 i
~—p = L 8 ST
¢ 3(aw)” @) - 2 :E:_...f‘__{-_._?f_‘_?:_-ii——
i o —a>



https://v3.camscanner.com/user/download

- ul

i 1
La(a Pl*n‘-

2w e Py 2 (s Setae g
[(heg) =K Qe RO
(B0 S 4 HE) Sae) 4] (o)

AL aye) = (RO (e (M) Y
J Ho) Setan W |x-n) JO AT -1)1‘)YL
K

=

| 1 WYy, @
LY i" ol

A\t <4
k-w) =
W \3 ew 2B

RN \ Seon) HLEW) G lint Yo
= g\" Salan) S5 (alt v )dn

CDSO‘t) e Ry 2™

Cos L‘),\\] = (0))\“- = y‘\“

c{”a CO)L, o 9\0 Sx\rg

aa | =
C‘)L ) G, Ck(,\JL' . At Gb

[-oj[&-*b\ <

Scanné avec CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Tubv, A e a1
g Lma,»%mi} UK M(a:» ot

“‘ahﬂ( i Ql'b&; " :; :
:9-) wk ,;.E(La,l' ( wta, Ost, (’,) ¢ _ﬁ (
jl (Q"NULJ——) k_\l;) SN oy “A’o’; Pn'w %
O

wiunu‘i'lk
0] ]
W @{\(«Jiﬁ, €t €) e YT
5 Ok aur @ 5) 3
¢£(ef,=m6w\ Mai

VULl (ur— Sy = UL

Qud = quy—> WV ;Q{S(rwﬁ *"a )
L% (ux—v =24} nbl“”w
mkn(\u ‘-'L_';) ejﬂ \Q (' (‘a 4
A o] L
s gotie (o Gt) i |
o { Ok o | : -2
¥ ww= ( cellele Y wollloc (%la%(&%ﬂcn; e \'
F _ () new = ;
Inaw-—>V = &Y = FC ©
- 1 (525 r\l‘Jj
W uy—> prC “NU L (D anx— PE€

V< ()r'. '
) raw—> M 2

=
L5

.7(,:!\1&“:( .L»'j -:‘\'f“- L i N.bﬂ“'"
o f}] Al
o O BEk:

& i el — &
IQ‘AQ Sy a%:]' El“oc (hﬁgﬁ@(uﬂﬂuﬂi))i 6)&-‘&6 xﬂ)‘pr'wf(l'ni—ﬂl &ﬁce)
] | ke e sC;
taly=Suse ) WLMK—B‘J[':C{

\A/Q-.LOJ\ blgx — Suiv I'. =L)0L—L'

aux = aux—> /

D€ aux ! ‘:DOLL‘)

au X == a X ‘—:b(ll-l-u

\}ELL 1 A (aux—V = '—4)
H\Yk e {(\‘i (cm( — Sy == N ULL) ((ndlt

\ l@ux o precysuin =N0CL;

Scanné avec CamScanner

Mw-—h‘)*fc‘auﬁ';
nw — v =N

Gur— M = huy |


https://v3.camscanner.com/user/download

